小学数学思想方法的梳理

《数学课程标准》在总体目标中明确提出：“学生能获得适应未来的社会生活和进一步发展所必需的重要数学知识以及基本的数学思想方法和必要的应用技能。”这一总体目标贯穿于小学和初中，这充分说明了数学思想方法的重要性。在小学阶段有意识地向学生渗透一些基本的数学思想方法可以加深学生对数学概念、公式、法则、定律的理解，提高学生解决问题的能力和思维能力，也是小学数学进行素质教育的真正内涵之所在。同时，也能为初中数学思想方法的学习打下较好的基础。在小学阶段，数学思想方法主要有符号化思想、化归思想、类比思想、归纳思想、分类思想、方程思想、集合思想、函数思想、一一对应思想、模型思想、数性结合思想、演绎推理思想、变换思想、统计与概率思想等等。

一、符号化思想

1、符号化思想的概念。

数学符号是数学的语言，数学世界时一个符号化的世界，数学作为人们进行表示、计算、推理和解决问题的工具，符号起到了非常重要的作用：因为数学有了符号，才使得数学具有简明、抽象、清晰、准确等特点，同时也促进了数学的普及和发展；国际通用的数学符号的使用，使数学成为国际化的语言。符号化思想是一般化的思想方法，具有普遍的意义。

2、符号化思想的具体应用。

	知识领域
	知识点
	具体应用
	应用拓展

	数与代数
	数的表示
	阿拉伯数字：0~9
	

	
	
	中文数字：—、+
	

	
	
	百分号：%
	‰

	
	
	负号：—
	

	
	
	用数轴表示数
	

	
	数的运算
	+、—、×、÷、（）、〔〕

a2(平方)、b3(立方)
	大括号：｛｝

	
	数的大小关系
	=、≈、＞、＜
	≤、≥、≠

	
	运算定律
	加法交换律：a+b=b+a
	

	
	
	加法结合律：a+b+c=a+(b+c)
	

	
	
	乘法交换律：ab=ba
	

	
	
	乘法结合律：(ab)c=a(bc)
	

	
	
	乘法分配律：a(b+c)=ab+ac
	a(b-c)=ab-ac

	
	方程
	ax+b=c
	

	
	数量关系
	时间、速度和路程：S=vt
	

	
	
	数量、单价和总价：a=np
	

	
	
	正比例关系：y／x=k
	

	
	
	反比例关系：xy=k
	

	
	
	用表格表示数量间的关系
	

	
	
	用图象表示数量间的关系
	

	空间与图形
	用字母表示计量单位
	长度单位：km、m、dm、cm、mm
	

	
	
	面积单位：km2、m2、dm2、cm2、mm2、hm2(公顷)
	

	
	
	体积单位：m3、dm3、cm3
	

	
	
	容积单位：L（升）、mL（毫升）
	

	
	
	质量单位：t、kg、g
	

	
	用符号表示图形
	用字母表示点：三角形ABC用符号表示角：∠1、∠2、∠3、∠4
	△ABC线段AB射线c、直线l

	
	
	两线段平行：AB∥CD

两线段垂直：AB⊥CD
	◇ABCD

	
	用字母表示公式
	三角形面积：S=1／2ab
	

	
	
	平行四边形面积：S=ah
	

	
	
	梯形面积：S=1／2（a+b）h
	

	
	
	圆周长：C=2πr

圆面积：S=πr2
	

	
	
	长方体体积：V=abc正方体积：V=a3圆柱体积：V=sh

圆锥体积：V=1／3sh
	

	统计与

概率
	统计图与统计表
	用统计图表述和分析各种信息
	

	
	可能性
	用分数表示可能性的大小
	


二、化归思想

1、化归思想的概念。

人们面对数学问题，如果直接应用已有知识不能或不易解决该问题时，往往需要解决的问题不断转化形式，把它归结为能够解决或比较容易解决的问题，最终使原问题得到解决，这种思想方法称为化归（转化）思想。

从小学到中学，数学知识呈现一个由易到难、从简到繁的过程；然而，人们在学习数学、理解和掌握数学的过程中，却经常通过把陌生的知识转化为熟悉的知识、把繁难的知识转化为简单的知识，从而逐步学会解决各种复杂的数学问题。因此，化归既是一般化的数学思想方法，具有普遍的意义；同时，化归思想也是攻克各种复杂问题的法宝之一，具有重要的意义和作用。

2、化归思想的具体应用。

	知识领域
	知识点
	应用举例

	数与代数
	数的意义
	整数的意义，用实物操作和直观图帮助理解

	
	
	小数的意义：用直观图帮助理解

	
	
	分数的意义：用直观图帮助理解

	
	
	负数的意义：用数轴等直观图帮助理解

	
	四则运算的意义
	乘法的意义：若干个相同的数相加的一种简便算法

	
	
	除法的意义：乘法的逆运算

	
	四则运算的法则
	整数加减法：用实物操作和直观图帮助理解算法

	
	
	小数加减法：小数点对齐，然后按照整数的方法进行计算

	
	
	小数乘法：先按照整数乘法的方法进行计算，再点小数点

	
	
	小数除法：把除数转化为整数，基本按照整数的方法进行计算，需要注意被除数小数点与商的小数点对齐。

	
	
	分数加减法：异分母加减法转化为同分母加减法

	
	
	分数除法：转化为分数乘法

	
	四则运算各部间

的关系
	a+b=cc-a=b

ab=ca=c÷b

	
	简便计算
	利用运算定律进行简便计算

	
	方程
	解方程：解方程的过程，实际就是不断把方程转化为未知数前边的系数是1的过程（x=a）

	
	解决问题的策略
	化繁为简：植树问题、鸡兔同笼问题等

	
	
	化抽象为直观：用线段图、图表、图像等直观表示数量之间的关系，帮助理解。

	
	
	化实际问题为数学问题

	
	
	化一般问题为特殊问题

	
	
	化未知问题为已知问题

	空间与图形
	三角形内角和
	通过操作把三个内角转化为平角

	
	多边形的内角和
	转化成三角形求内角和

	
	面积公式
	正方形的面积：转化为长方形求面积

	
	
	平行四边形求面积：转化成长方形求面积

	
	
	三角形的面积：转化为平行四边形求面积

	
	
	梯形的面积：转化为平行四边形求面积

	
	
	圆的面积：转化为长方形求面积

	
	
	组合图形面积：转化为求基本图形的面积

	
	体积公式
	正方体的体积：转化为长方体求体积

	
	
	圆柱的体积：转化为长方体求体积

	
	
	圆锥的体积：转化为圆柱求体积

	统计与

概率
	统计图和统计表
	运用不同的统计图表述各种数据

	
	可能性
	运用不同的方式表示可能性的大小


4、解决问题中的化归策略。

案例1：[image: image1.png]


…=

分析：此问题通过观察，可以发现一个规律：每一项都是它前面一项的一半。但是对于小学和初中的学生来说，还没有学习等比数列求和公式。如果把一条线段看作1，先取它的一半，再取余下的一半，这样不断地取下去，最终相当于取了整条线段。因此，上式的结果等于1，这样利用直观手段解决了高中生才能解决的问题。

三、模型思想

1、模型思想的概念。

数学模型是用数学语言概括地或近似地描述现实世界事物地特征，数量关系和空间形式的一种数学结构。从广义角度讲，数学的概念，定理，规律，法则，公式，性质，数量关系式，图表，程序等都是数学模型。数学的模型思想是一般化的思想方法，数学模型的主要模型形式是数学符号表达式和图表，因而它与符号化思想有很多相同之处，同样具有普遍的意义。不过，也有很多数学家对数学模型的理解似乎更注重数学的应用性。即把数学模型描述为特定的事物系统的数学关系结构。如通过数学在经济，物理，农业，生物，社会学等领域的应用，所构造的数学模型。为了把数学模型与数学知识或是符号思想明显的区分开来，本文主要从狭义的角度讨论数学模型，即重点分析小学数学的应用及数学模型的构建。

3、模型思想的具体运用

	知识领域
	知识点
	应用举例

	数

与

代

数
	数的表示
	自然数列：0,1,2，….

	
	
	用数轴表示数

	
	数的运算
	a+b=c

	
	
	C-a=b,c-a=b

	
	
	a×b=c(a≠0,b≠0)

	
	
	c÷a=b,c÷b=a

	
	方程
	a+b=c

	
	数量关系
	时间、速度和路程：s=vt

	
	
	数量、单价和总价;a=np

	
	
	正比例关系;y/x=k

	
	
	反比例关系：xy=k

	
	
	用表格表示数量间的关系

	
	
	用图像表示数量间的关系

	空间与图像
	用字母表示公式
	三角形面积;s=1/2ab

	
	
	平行四边形面积：S=ah

	
	
	梯形面积：s=1/2(a+b)h

	
	
	圆周长：C=2πr

	
	
	圆面积：S=πr2

	
	
	长方体面积：v=abc

正方体体积：V=a2

圆柱体积：v=Sh圆锥体积：v=1/3sh

	
	空间形式
	用图表表示空间和平面结构

	统计与概率
	统计图和统计表
	用统计图表描述和分析各种信息

	
	可能性
	用分数表示可能性的大小


案例1;小明的家距学校600米，每天上学从家步行10分钟到学校。今天早上出门2分钟后发现忘记带学具了，立即回家去取。他如果想按原来的时间赶到学校，步行的速度应是多少？（取东西的时间忽略不计）

解题过程如下：

（1）本题是日常生活中常见的行程问题，问题是要求小明步行的速度，是关于时间、速度和路程的问题。

（2）这里需要明确所求的速度行相对应的路程和时间是什么，因为取东西等时间忽略不计，因此剩余的时间就可以确定为步行的时间；路程是从家出来2分钟后开始算，在回家的路程加上从家到回家的路程的和；时间是10分钟减去2分钟，只有8分钟的时间了。

（3）根据基本的关系式s=vt，可先求出s=600+(600÷10)×2=720(米),t=10-2=8(分钟)。列式为：720=8v

（4）V=90,即小明步行的速度每分钟为90米。

从上面的解答过程来看，小学数学的情境还是比较容易理解的，模型系统也容易确定。如果说此题比教材中的一般习题有难度的话，就是路程和时间没有直接给出，拐了个弯。也就是说难点在于第二步中知道模型系统后相应的数量怎么确定的找出来，一定要注意题中每一个量是怎样诉述的，有什么特殊的要求，在认真读题的基础上准确的找出来或计算出来。

案例2.;有一根20米长的绳子，要剪成2米和5米长两种规格的跳绳，每种跳绳各剪多少根？（要求绳子无剩余，并且每种规格的绳子至少要有一根）

分析：此题从表面上看，是小学数学整数乘法的一般问题，但是由于题中有特殊要求，无法列式解答。如果用方程，题目中涉及了两个未知数，属于二元一次方程，超出了小学数学的范围。那么，面对这样的问题如何解决呢？在小学数学中面对一些非常规范的问题时，有时运用列表列举或猜测的方式是一种可行的策略，只不过会繁琐些。

	5米跳绳的根数
	1
	2
	3
	4
	

	2米跳绳的根数
	7
	5
	2
	0
	

	剩余根数
	1
	0
	1
	0
	


由上表可知符号要求的答案为：5米和2米的跳绳分别减2根和5根。

此题如果用方程解决，可设5米和2米的跳绳分别剪x根和y根，可列方程:5x=2y=20.可仿照正比例关系y=kx图像的画法，再有方格纸的坐标系里，通过两点（0,10）和（4,0）画出一条直线，就是方程5x=2y=20.图像。再找出图像与方程的交叉点重合的点，就是方程的解。

四、推理思想

1.推理思想的概念。

推理是从一个或几个已有的判断得出另一个新判断的思维形式。推理所根据的判断叫前提，根据前提所得到的判断叫结论。推理分为两种形式：演绎推理和合情推理。演绎推理是根据一般性的真命题（或逻辑规则）推出特殊性命题的推理。演绎推理的特征是：当前题为真时，结论必然为真。演绎推理的常用形式有：三段论、选言推理、假言推理、关系推理等。合情推理是从有的事实出发，凭借经验和直觉，通过归纳和类化等推测某些结果。合情推理的常用形式有：归纳推理和类比推理。当前提为真是，合情推理所得的结论可能为真也可能为假。

3.推理思想的具体应用。

	思想方法
	知识点
	应用举例

	不完全归纳法
	找规律
	找数列和图形的规律

	
	整数计算
	四则计算法则的总结

	
	运算定律
	加法交换律a+b=b+a

	
	
	加法结合律

	
	
	乘法交换律

	
	
	乘法结合律

	
	
	乘法分配律

	
	除法
	商不变的规律

	
	分数
	分数的基本性质

	
	面积
	长方形面积公式推导

	
	体积
	长方体体积公式推导

	
	
	圆柱体积公式推导

	
	
	圆锥体积公式推导

	完全归纳法
	三角形
	三角形内角和的推导

	类比推理
	整书读写法
	亿以内及亿以上数的读写

	
	整数的运算
	四则计算的法则：多位数加减法与两位数加减法相类比，多位数乘多位数与多位数乘一位数相类比，除数是多位数的除法与除数是一位数的除法相类比。

	
	小数的运算
	整数的运算法则、顺序和定律推广到小数

	
	分数的运算
	整数的运算顺序和运算定律推广到分数

	
	除法、分数和比
	除法商不变的规律、分数的基本性质和比的基本性质进行类比

	
	面积
	与平行四边形的面积公式推导方法相类比，三角形、梯形面积公式的推导，也用转化的方法，把它们转化成平行四边形推导面积公式。

	
	长度、面积、体积
	线、面、体之间的类比：线段有长短，用长度单位来计量；平面图形有大小，用面积单位来计量；立体图形占的空间有大小，用体积单位来计量。

	
	问题解决
	数量关系相近的实际问题的类比，如分数实际问题与百分数实际问题的类比。

	
	鸡兔同笼
	不同素材的鸡兔同笼问题的类比

	
	抽屉原理
	不同素材的抽屉原理问题的类比

	三段论
	多边形
	多边形内角和的推导

	
	面积
	正方形面积公式的推导

	
	
	平行四边形面积公式的推导

	
	
	三角形面积公式的推导

	
	
	梯形面积公式的推导

	
	
	圆面积公式的推导

	
	体积
	正方体体积公式的推导

	选言推理
	
	类似于人教版二年级上册数学广角中的“猜一猜”

	假言推理
	
	根据概念、性质等进行判断的一些问题

	关系推理
	
	大小比较、恒等变形、等量代换等等


4.推理思想的教学。

就演绎推理和合情推理的关系及教学建议，《数学课程标准（修改稿）》指出“推理贯穿于数学教学的始终，推理能力的形成和提高需要一个长期的、循序渐进的过程。义务教育阶段要注重学生思考的条理性，不要过分强调推理的形式。……教师在教学过程中，应该设计适当的学习活动，引导学生通过观察、尝试、估算、归类、类比、画图等活动发现一些规律，猜测某些结论，发展合情推理能力；通过实例使学生逐步意识到，结论的正确性需要演绎推理的确认，可以根据学生的年龄特征提出不同程度的要求”。

	学段
	推理能力教学目标

	第一学段
	初步学会选择有用信息进行简单的归纳和类比

	第二学段
	在观察、实验、猜想、验证等活动中，发展合情推理能力，能进行有条理的思考，能比较清楚的表达自己的思考过程与结果


下面再结合案例谈谈几种在小学数学中应用较多的推理思想的教学。

（1）类比思想。

案例1：计算并观察下面的算式，你能发现什么规律？

1=12

1+3=4=22

1+3+5=9=32

1+3+5+7=

……

1+3+5+7+…+99=

分析：此题石油从开始的奇数组成的系列加法算式，每一组算式比前一组多一个后继的奇数。通过计算并观察每组算式的得数，1是一个奇数，等于一1的平方；（1+3）是前两个奇数的相加，等于2的平方；（1+3+5）是前3个奇数相加，，等于3的平方；（1+3+5+7）是前4个奇数相加，通过与前面算式进行类比，猜想应该等于4的平方；（1+3+5+7）＝16。42=16，猜想正确，那么最后的算式是前50个奇数相加等于50的平方。因此可以归纳出一般的规律：前n个奇数相加的和等于n的平方。

（2）归纳思想。

案例2：观察下面的一组算式，你能发现什么规律？

14+41＝55，34+43＝77，27+72＝99，46+64＝110，38+83＝121

分析：通过观察版式，能够发现这样一些规律：所有的版式都是两位数加两位数，每个版式的两个加数中的一个加数的个位和十位数互换，变成另一个加数。再进一步观察，所算式的得数有两位数也有三位数，它们有什么共同的规律呢？把它们分别分解质因数发现，每个数是者11的倍数。这样就可以大胆猜想并归纳结论：两个互换个位数和十位数的两位数相加，结果是11的倍数。再举例验证：57+75＝132＝11×12，69+96＝165＝11×15，初步验证猜想是正确的。那么如何进行严密的数学证明呢？可高任意一个两位数是ab=(10a+b)+(10b+a)=10a+b+10b+a=11a+11b=11(a+b),从而证明了结论的正确。

五．方程和函数思想

（1）方程思想。

含有未知数的等式叫方程，判断一个式子是不是方程，只需要同时满足两个条件;一个是含有未知数，另一个必须是等式。如有些小学老师经常有疑问的判断题;x=0和x=1是不是方程？根据方程的定义，他们满足方程的条件，都是方程。方程按照未知数的个数和未知数的最高次数，可以分为一元一次方程、一元二次方程、二元一次方程、三元一次方程等等，这些都是初等数学代数领域中最基本的内容。方程思想的核心是将问题中未知量用数字以外的数学符号（常用x、y等字母）表示，根据数量关系之间的相等关系构建方程模型。方程思想体现了已之与未知数的对立统一。

(2)函数思想。

设集合a\b是两个非空数集，如果按照某种确定的对立关系f，如果对于集合a中的任意一个数x,在集合b中都有唯一确定的数y和它的对应，那么就称y是x的函数，记作y=f(x)。其中x叫做自变量，x的取值范围a叫做函数的定义域；y叫做函数或因变量，与x相对应的y的值叫做函数值，y的取值范围b叫做值域。以上函数的定义是从初等数学的角度出发的，自变量只有一个与之对应的函数值也是唯一的。这样的函数研究的是两个变量之间的关系，一个变量的取值发生了变化，另一个变量的取值也相应发生了变化，中学里学习的正比例函数、一次函数、二次函数、幂函数、指数函数、对数函数和三角函数都是这类函数。实际现实中变量的变化而相应变化，这样的函数是多元函数。虽然在中小学里不学习多元函数，但只机上它是存在的，如圆柱的体积与底面半径r和圆柱的高的关系;v=πr2h.半径和高有一对取值；也就是说，体积随半径和高的变化而变化，通过对这种变化的探究找出对应关系之间的法则，从而构建函数模型。函数思想体现了运动变化的、普遍性的观点。

2．方程和函数的区别。

从小学数学到中学数学，数与代数领域经历了从算数到方程。算术研究具体确定的常数以及他们之间的数量关系。方程研究确定的常数与未知的数量之间的关系。函数研究变量之间的数量关系。

方程和函数虽然都是表示数量关系的，但是他们有本质的区别。如二元一次的不定方程中的未知数往往是常量，而一次函数中的自变量和因变量一定是量变，因此二者有本质的不同。方程必须有未知数，未知数是常量，而且一定用等式的形式呈现，二者缺一不可，如2x-4=6。而函数至少要有两个变量，两个变量依据一定的法则相对应，呈现的形式可以有解析式、图像法和列表法等，如集合a为大小等于1、小于等于10的整数，集合b为小于20的正偶数。那么两个集合的数之间的对应关系可以用y=2x表示，还可以用如下的表格表示。

	x
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	y
	2
	4
	6
	8
	10
	12
	14
	16
	18
	20


人们运用方程思想，一边关注的是通过设未知数如何找出数量之间的相等关系构建方程并求出方程的解，从而解决数学问题和实际问题。人们运用函数思想，一般更加关注数量之间的对应关系，通过构建函数模型并研究函数的一些性质来解决数学问题和实际问题。方程中的未知数往往是静态的，而函数的变量则是动态的。方程已经有3000多年的历史，而函数概念的产生不过才300年。

4.方程和函数思想的具体运用.

	思想方法
	知识点
	应用举例

	方程思想
	方程
	用一元一次方程解决整数和小数等各种问题

	
	分数、百分数和比例
	用一元一次方程解决分数,百分数和比例等各种问题

	
	等量代换
	二(三)元一次方程思想的渗透

	
	鸡兔同笼
	用方程解决鸡兔同笼问题

	函数思想
	加法
	一个加数不变,和随着另一个加数的变化而变化,可表示为Y=KX.渗透正比例函数思想

	
	积的变化规律
	一个因数不变,积随着另一个因数的变化而变化,表示为Y=KX.渗透正比例函数关系

	
	商的变化规律
	除数不变,商随着被除数的变化而变化,可表示为Y=X\K,渗透正比例函数思想,被除数不变,商随着除数的变化而变化,可表示为Y=X\K,渗透反比例函数思想

	
	正比例关系
	正比例关系改写成Y=KX,就是正比例函数

	
	反比例关系
	反比例函数改写成Y=X\K,就是反比例函数

	
	数列
	等差数列,等比数列,一般数列的每一项与序号之间的对应关系,都可以看作是特殊的函数关系.

	
	空间与图形
	长方形,正方形,平行四边形,三角形,梯形的面积公式,长方体.,正方体,圆柱,圆锥的体积公式,圆的周长和面积公式都渗透了函数思想

	
	统计图表
	函数的列表法与统计表都有相似之处


4方程和函数思想的教学.

案例1:妈妈买了3千克香蕉和2千克苹果,一共花了16元.苹果的价格是香蕉的两倍多1元,苹果和香蕉的单价各是多少?

分析;题目涉及的是商品的数量\单价和总价的关系,

六、几何变换思想

变换是数学中一个带有普遍性的概念，代数中有数与式的恒等变换、几何中有图形的变化。在初等几何中，图形变换是一种重要的思想方法，它以运动变化的观点来处理孤立静止的几何问题，往往在解决问题的过程中能够收到意想不到的效果。分为平移、旋转和反射（轴对称）变换等。

3.几何变换思想的具体运用.

图形变换作为空间与图形领域的重要内容之一,在图形的性质的认识,面积公式的推倒,面积得计算,图形设计和欣赏,几何的推理证明等方面都有重要的应用.

小学数学中几何变换思想的应用如下表.

	思想方法
	知识点
	应用举例

	轴对称
	画简单的轴对称图形
	认识轴对称图形,画一个简单的轴对称图形

	平移变换
	认识平移,把简单图形平移,
	判断生活中物体的运动那些是平移现象;画出一个简单图形沿水平方向,竖直方向平移后的图形

	旋转变换
	感知旋转现象
	判断生活中物体的运动那些是旋转现象

	
	把简单的图形旋转90°
	画出一个简单图形顺时针或逆时针旋转90°后的图形

	合同变换
	图形的性质,面积的计算
	平行四边形,三角形,梯形和圆的面积公式的推导等都渗透了几何变换思想

	
	图案的欣赏和设计
	判断一些图案是由一些基本图形经过什么变化得到的;利用平移,旋转,轴对称等变换,设计美丽的图案

	相似变换
	把简单图形放大或缩小
	画出长方形,正方形,三角形等简单的图形按照一定的比例放大或缩小的图形


4.几何变换思想的教学.

(1)课程标准关于图形变换的数学要求.

课程标准关于图形变换的内容和目标分为以下几个层次;

	学段
	内容和目标

	第一学段
	结合生活实例,感知平移,旋转和轴对称现象

	
	在方格纸上画出一个简单图形沿水平方向,竖直方向平移后的图形

	
	认识轴对称图形,在方格纸上画出一个简单轴对称图形

	第二学段
	认识图形的平移和旋转,体会图形的相似

	
	确定轴对称图形的对称轴,在方格纸上画出一个简单轴对称图形

	
	在方格纸上画出一个简单图形平移或旋转90°后的图形在方格纸上画出一个简单图形,按一定比例放大或缩小后的图形

	
	判断一些图案是由一些基本图形经过什么变化得到的,利用平移,旋转和轴对称等变换,设计图案


案例1:一辆汽车在笔直平坦的道路上行驶,这辆汽车的运动是平移么?如果这辆汽车急刹车,轮胎抱死在道路上滑行是平移么?

分析:严格来说,物体胡平移应该保证物体不变形而且物体上的点在物体上地位置是固定的,轮胎在转动时汽车的运动就不是平移了,轮胎抱死滑行就是平移,因此,前者不是平移,后者是平移.

案例2:一架直升飞机在按一定速度飞行时螺旋桨在转动,但是它的旋转中心一直在移动,没有固定,因此不能看成几何意义上的旋转,只能说是生活中的旋转现象.当它停在陆地上时螺旋桨的转动就可以看成旋转了.

七、分类讨论思想

1.分类讨论思想的概念。

人们面对比较复杂的问题，有时无法通过统一研究或者整体研究解决，需要把研究的对象按照一定的标准进行分类并逐类进行讨论，再把每一类的结论综合，使问题得到解决，这种解决问题的思想方法就是分类讨论的思想方法。其实质是把问题“分而治之、各个击破、综合归纳”。其分类规则和解题步骤是：（1）根据研究的需要确定同一分类标准；（2）恰当地对研究对象进行分类，分类后的所有子项之间既不能“交叉”也不能“从属”，而且所有子项的外延之和必须与被分类的对象的外延相等，通俗的说就是要做到“既不重复又不遗漏”；（3）逐类逐级进行讨论；（4）综合概括、归纳得出最后结论。

分类讨论既是解决问题的一般的思想方法，适应于各种科学的研究；同时也是数学领域问题较常用的思想方法。

3.分类讨论思想的具体应用。

	思想方法
	知识点
	应用举例

	分类讨论思想
	分类
	一年级上册物体的分类，渗透分类思想、集合思想

	
	数的认识
	数可以分为整数、0、负数

有理数可以分为整数和分数（小数是特殊的分数）

	
	整数的性质
	整数可以分成奇数和偶数

正整数可以分为1、素数和合数

	
	图形的认识
	平面图形中的多边形可以分为：三角形、四边形、五边形、六边形……

	
	
	三角形按角可以分为：锐角三角形、直角三角形、钝角三角形

三角形按边可以分为：不等边三角形、等腰三角形，其中等腰三角形又可以分为等边三角形和腰与底边不相等的等腰三角形

	
	
	四边形按对边是否平行可以分为：平行四边形、梯形和两组对边都不平行的四边形

	
	统计
	数据的分类整理和描述

	
	排列组合
	分类讨论是小学生了解排列组合思想的基础

	
	概率
	排列组合是概率计算的基础

	
	植树问题
	先确定是几排树，再确定每排树的情况：两端都不栽、一端栽一端不栽、两端都栽

	
	抽屉原理
	构建抽屉实际上是应用分类标准，把所有元素进行分类


4.分类讨论思想的教学。

案例2：任意给出4个两两不等的整数，请说明：其中必有两个数的差是3的倍数。

分析：任意一个整数除以3，余数只有三种可能：0、1和2。运用分类思想，构造这样的三个抽屉：除以3余数分别是0、1和2的整数。根据抽屉原理，必有一个抽屉里至少放了两个数。这两个数除以3的余数相等，设这两个数分别为3m+r和3n+r（m、n都是整数），他们的差事3（m-n），必是3的倍数。

八、统计思想

1．统计思想的概念。

现实生活中有大量的数据需要分析和研究，如人口数量、物价指数、商品合格率、种子发芽率等等。有时需要对所有的数据进行全面调查，如我国为了掌握人口的真实情况，曾经进行过全国人口普查。一般情况下不可能也不需要考察所有对象，如物价指数、商品合格率等，就需要采取抽样调查的方法收集和分析数据，用样本来估计总体，从而进行合理的推断和决策，这就是统计的思想方法。在统计里主要有两种估计方法：一是用样本的频率分布估计总体的分布，二是用样本的数据特征（如平均数、中位数和众数）估计总体的数据特征。

3．统计思想的具体应用。

在小学数学中，统计思想的应用大体上可分为两种：一是统计作为四大领域知识中的一类知识，安排了很多独立的单元进行统计知识的教学；二是在学习了一些统计知识后，在其他领域知识的学习中，都不同程度地应用了统计知识，作为知识呈现的载体和解决问题的方法进行教学。因而，统计思想在小学数学中的应用是比较广泛的。

小学数学中统计的知识点主要有：象形统计图、単式统计表、复式统计表、单式条形统计图、复式条形统计图、单式折线统计图、复式折线统计图、扇形统计图、平均数、中位数、众数等。这些知识作为学习统计的基础是必须掌握的，但更重的是能够根据数据的特点和解决问题的需要选择合适的统计图表或者统计量来描述和分析数据、做出合理的预测和决策。

案例2：日本和中国2009年国内生产总值（GDP）大约分别是50458、49285亿美元，分别排名世界第二和第三。如果中国人口总数按13.4亿计算，日本人口总数大约是中国的9.5%。在参加统计的183个经济体中，人均GDP日本排名17位，中国排在101位，排在第92位的人均GDP为4059美元。比较中国和日本GDP的总量及人均GDP，并结合中位数分析，你能发现哪些信息？

分析：从GDP总量上来说，中国已经排名世界第三，而且与排名第二位的日本非常接近，可以发现中国是世界经济大国。但是从平均数的角度看，日本人均GDP为39731美元，中国为3678美元，中国远落后于日本，而其低于中位数4059美元，说明我们的人均GDP处于中下水平。与中等水平相差大约10%。

案例3：有关部门对一个社区的100个居民月度人均用水量进行了调查统计，数据如下表：

	用水量/吨
	2
	3
	4
	5
	6

	人数/人
	8
	24
	40
	22
	6


（1）计算这组数据的平均数、中位数和众数。

（2）什么数可以代表居民人均用水量的一般水平？

（3）如果采取阶梯水价，标准用水量以上加价收费，希望至少70%的居民不受影响，你认为人均标准用水量定为多少比较合适？

分析：

（1）平均数：（2×8+3×24+4×40+5×22+6×6）÷100=3.94（吨）

中位数和众数都是4吨。

（2）中位数和众数相等，平均数也约等于中位数和众数，这三个量差别很小，都可以作为该组数据一般水平的代表。

（3）100×70%=70，用水量在4吨及以下的人数为72人，所以人均标准用水量定为4吨比较合适。

九、概率思想

1.概率思想的概念。

生活中的事件可以分为两类：一类是确定事件，在一定条件下一定发生的和一定不会发生的，这些事件都是确定事件；如每天日出日落、四季轮回是一定发生的，而掷两枚骰子朝上的两个数字的和是13是不可能发生的。另一类是随机事件，就是在一定条件下可能发生也可能不发生的事件，如一个产妇生男婴还是生女婴、某种子的发芽率、某产品的合格率等事件、都是随机事件。这些随机事件表面上看杂乱无章，但是大量地重复观察这些事件时，这些随机事件会呈现规律性，这种规律叫统计规律，概率论是研究随机现象的统计规律性的一门科学学科，统计与概率有着密切的联系。

3.概率思想的具体应用。

概率思想主要应用于统计与概率领域。一是小学数学第一、第二学段都安排了可能性的内容，如会求简单的等可能性随机事件发生的可能性，根据等可能性事件设计公平的游戏规则。二是统计推断中很多情况是根据对随机事件的相关数据进行分析后，再对随机发生的可能性大小进行预测和决策。如2010年南非世界杯决赛西班牙对荷兰，有人预测西班牙夺冠，理由是西班牙是近年欧洲冠军、实力雄厚；还有人预测荷兰卫冕，理由是荷兰是无冕之王、两次获得世界杯亚军。西班牙和荷兰两队历史上一共交手9次，其中荷兰4盛1平4负，实力不分上下。所以两队夺冠的可能性各占一半。

十、分析法和综合法

1.分析和综合法的概念。

分析是把研究对象的整体分解为若干部分、方面和因素，分别加以考察，找出各自的本质属性及彼此之间的联系。综合是把研究对象的各个部分、方面和因素的认识结合起来，形成一个整体性认识的思维方法。分析是综合的基础，综合是分析的整合，综合是与分析相反的思维过程。在研究数学概念和性质时，往往先把研究对象分解成几个部分、方面和要素进行考察，在进行整合从整体上认识研究对象，形成理性认识。实际上教师和学生都经常有意识和无意识地运用了分析和综合的思维方法。如认识等腰梯形时，可以从它的边和角等几个要素进行分析：它有几条边？几个角？四条边有什么关系？四个角有什么关系？再从整体上概括等腰梯形的性质。数学中的分析法一般被理解为：在证明和解决问题时，从结论出发，一步一步地追溯到产生这一结论的条件是已知的为止，是一种“执果索因”的分析法。综合法一般被理解为：在证明和解决问题是，从已知条件和某些定义、定理等出发，经过一系列的运算或推理，最终证明结论或解决问题，是一种“由因导果”的综合法。如小学数学中的问题解决，可以由问题出发逐步逆推理到已知条件，这是分析法；从已知条件出发，逐步求出所需答案，这是综合法。再如分析法和综合法在中学数学作为直接证明的基本方法，应用比较普遍。因此，分析法和综合法是数学学习中应用较为普遍的互相依赖、互相渗透的思想方法。

3.分析法和综合法的具体应用。

如上所述，分析法和综合法作为数学的思想方法，在小学数学的各个方面都有重要的应用。首先，在四大领域的内容中，无论是低年级的数和计算、图形的认识，还是中高年级的方程和比例、统计与概率，分析法和综合法都有较多应用。如数的计算法则的学习，就是一个先分析再综合概括的过程，先一步一步地学习法则的不同方面，再综合概括成一个完整的法则。其次，在贯穿整个数学学习过程中的问题解决、判断和推理证明等方面，分析法和综合法也是无所不在。如在进行一个概念或者性质的判断时，必须先进行分析，然后才能做出判断。

案例1：一件衬衫的标价是150元，现在因换季按标价打八折的优惠价格出售，还能够在进价的基础上获利20%。这款衬衫的进价是多少钱？

分析：要想求进价是多少钱，需要知道进价加上获利的20%一共是多少钱，进价加上获利的20%等于优惠价，优惠价等于标价的80%。

根据分析法找出的数量关系和解题思路，用综合法列式如下。

（1）进价加获利20%一共的钱数：150×80%＝120（元）

（2）这款衬衫的进价是：120÷（1＋20%）＝100（元）。

列成综合算式是：150×80%÷（1＋20%）＝100（元）。

案例2：食品店把120千克巧克力分装在两种大小不同的盒子里，先装0.25千克一盒的装了200盒，剩下的每盒装0.5千克。这些巧克力一共装了多少盒？

分析：要想求一共装了多少盒，因为有大盒和小盒两种包装规格，已经知道小盒有200盒，所以要先求大盒的装了多少千克。因为大盒每盒装0.5千克，要想求大盒装了多少盒，应先求大盒共装了多少千克。因为总共有120千克巧克力，要想求大盒装了多少千克，应先求小盒装了多少千克。可以根据已知条件小盒每盒装0.25千克和共有200盒，算出小盒装的千克数。

利用分析法找出了数量关系和解题思路，即可用综合法列式解答。

（1）小盒共装的千克数：0.25×200＝50（千克）

（2）大盒共装的千克数：120－50＝70（千克）

（3）大盒装的盒数：70÷0.5＝140（盒）

（4）一共装的盒数：200＋140＝340（盒）

综合算式为：200＋（120－0.25×200）÷0.5＝340（盒）

十一、反证法

1.反证法的概念。

反证法是间接证明的一种基本方法，当我们需要证明一个判断为真时，先假设这个判断为假，经过正确的推理，最后得出矛盾，因此说明假设错误，从而证明了原判断为真，这样的证明方法叫做反证法。反证法是演绎推理的一种，依据的是排中律，就是说两个互相矛盾的判断不可能同假，其中必有一真。

3.反证法的具体应用。

反证法作为一种思想方法，不仅在数学中有很多应用，在日常生活和其他学科中也有应用。数学史上有比较经典的利用反证法证明的问题，如证明[image: image2.png]


是无理数，证明素数有无限多个等。在小学数学中，反证法的应用不多，在抽屉原理等问题中有一些应用。

案例1：把43人分成7个小组，总有一个小组至少有7人。请说明理由。

分析：假设每个小组最多有6人，那么7个小组最多有42人，与已知条件有43人矛盾，假设不成立，所以总有一个小组至少有7人。

案例2：把11个参加活动的名额分配给6个班，每班至少分配1人。请说明：不管怎样分，至少有3个班的名额相等。

分析：假设名额相等的班级最多有2个，那么需要的名额总数至少应为：（1＋2＋3）×2＝12（个），与已知条件有11个名额矛盾。所以至少有3个班的名额相等。

案例3：在直角三角形ABC中，∠C是直角，请说明：∠A一定是锐角。

分析：假设∠A不是锐角，首先三角形的任何一个内角不可能为0°，那么∠A≥90°，又因为∠C＝90°，∠B＞0°，所以∠A＋∠B＋∠C＞180°，这就与三角形的内角和等于180°矛盾。所以∠A一定是锐角。

十二、集合思想

1.集合的概念。

把指定的具有某种性质的事物看作一个整体，就是一个集合（简称集），其中每个事物叫做该集合的元素（简称元）。给定的集合，它的元素必须是确定的，即任何一个事物是否属于这个集合是明确的。如“学习成绩好的同学”不能构成一个集合，因为构成它的元素是不确定的；而“语文和数学的平均成绩在90分及以上的同学”就是一个集合。一个给定集合中的元素是互不相同的，即集合中的元素不重复出现。只要两个集合的元素完全相同，就说这两个集合相等。

集合的表示法一般用列举法和描述法。列举法就是把集合的元素一一列举出来，并用花括号“{}”括起来表示集合的方法。描述法就是在花括号内写出规定这个集合元素的特定性质来表示集合的方法。列举法的局限性在于当集合的元素过多或者有无限多个时，很难把所有的元素一一列举出来，这时描述法便体现出了优越性。此外，有时也可以用封闭的曲线（韦恩图）来直观地表示集合及集合间的关系，曲线的内部表示集合的所有元素。

一一对应是两个集合之间元素（这种元素不一定是数）的一对一的对应，也就是说集合A中的任一元素[image: image3.png]


，在集合B中都有唯一的元素b与之对应；并且在集合B中的任一元素b，在集合A中也有唯一的元素[image: image4.png]


与之对应。数集之间可以建立一一对应，如正奇数集合和正偶数集合之间的元素可以建立一一对应。其他集合之间也可以建立一一对应，如五（1）班有25个男生，25个女生，如果把男生和女生各自看成一个集合，那么这两个集合之间可以建立一一对应；再如，中国、美国、俄罗斯、英国、法国、德国作为一个集合，北京、华盛顿、莫斯科、伦敦、巴黎、柏林作为一个集合，这两个集合之间也可以建立一一对应。

3.集合思想在具体应用。

集合思想在小学数学的很多内容中进行了渗透。在数的概念方面，如自然数可以从对等集合基数（元素的个数）的角度来理解，再如在一年级通过两组数量相等的实物建立一一对应，让学生理解“同样多”的概念，实际上就是两个对等集合的元素之间建立一一对应；数的运算也可以从集合的角度来理解，如加法可以理解为两个交集为空集的集合的并集，再如求两数相差多少，通过把代表两数的实物图或直观图一对一地比较，来帮助学生理解用减法计算的道理；实际上就是把代表两数的实物分别看作集合A、B，通过把A的所有元素与B的部分元素建立一一对应，然后转化为求B与其子集（与A等基）的差集的基数。此外，在小学数学中还经常用集合图表示概念之间的关系，如把所有三角形作为一个整体，看作一个集合，记为A；把锐角三角形、直角三角形和钝角三角形各自看作一个集合，分别记为B、C、D，这三个集合就是集合A的三个互不相交的子集，B、C、D的并集就是A。再如在学习公因数和公倍数时，都是通过把两个数各自的因数和倍数分别用集合图表示，再求两个集合的交集，直观地表示了公因数和公倍数的概念。

案例1：乒乓球比赛有16人参加A组的小组赛，规定采取淘汰赛决出小组第一名参加决赛。一共要进行多少场比赛？

分析：淘汰赛一般的规则是每两个人分为一组比赛一场，胜者进入下一轮继续进行两人一组比赛；如果出现单数就有一人轮空，直接进入下一轮比赛。这样一直进行下去，直到决出第一名。按照这个思路解答，只需要把每一轮比赛的场数算出来，最后加起来就行。第一轮共有8场比赛，第二轮共有4场比赛，第三轮共有2场比赛，第四轮共有1场比赛；所以总共有15（8+4+2+1=15）场比赛。

以上思路层次清楚、容易理解，小学生一般都可以接受，但是如果参加小组比赛的人比较多，计算起来就比较麻烦。下面用一一对应的思想来分析：因为每次比赛淘汰一个人，有一场比赛就淘汰一个人，没有比赛就不淘汰人，要想淘汰一个人就必须有一场比赛，也就是说比赛的场数与被淘汰的人数是一一对应的。在小组参赛的16人中，最后只有一人得第一名，要淘汰15人，所以比赛的场数为15场。

第二，正确把握集合思想的教学要求。集合思想虽然在小学数学中广泛渗透，但是集合的知识并不是小学数学的必学内容；因而应注意把握好知识的难度和要求，尽量使用通俗易懂的语言渗透集合思想。集合除了可以表示概念系统及概念间的关系外，利用韦恩图进行集合的直观运算，可以解决一些分类计数的问题。

案例2：六（1）班举办文艺活动，演出歌舞节目的有9人，演出小品等节目的有12人，两类节目都参加的有5人。该班共有多少人参加这两类节目的演出？
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分析：为了便于理解集合的运算原理，我们借助韦恩图来分析。左边的圈里表示演出歌舞节目的人，右边圈里表示演出小品等节目的人。两个圈相交的共有的部分有5人，表示这5人既参加了歌舞节目，又参加了小品等节目的演出。左边圈中没跟另一个圈相交的单独的部分由4人，表示这4人只参加了歌舞节目的演出。因此，参加歌舞节目演出的9人由两部分组成：一部分是只参加歌舞节目演出的4人，另一部分是既参加歌舞节目又参加小品等节目演出的5人。同样道理，参加小品等节目演出的12人由两部分组成：一部分是只参加小品等节目演出的7人，另一部分是既参加小品等节目又参加歌舞节目演出的5人。综合以上分析，可以得出：该班参加这两类节目演出的人数是4+5+7=16，或9+12－5=16。

十三、数形结合思想

1.数形结合思想的概念。

数形结合思想就是通过数和形之间的对应关系和相互转化来解决问题的思想方法。数学是研究实现世界的数量关系与空间形式的科学，数和形之间是既对立又统一的关系，在一定的条件下可以相互转化。这里的数是指数、代数式、方程、函数、数量关系式等，这里的形式是指几何图形和函数图象。在数学的发展史上，直角坐标系的出现给几何的研究带来了新的工具，直角坐标系与几何图形相结合，也就是把几何图形放在坐标平面上，使得几何图形上的每个点都可以用直角坐标系里的坐标（有序实数对）来表示，这样可以用代数的量化的运算的方法来研究图形的性质，堪称数形结合的完美体现。数形结合思想的核心应是代数与几何的对立统一和完美结合，就是要善于把握什么时候运用代数方法解决几何问题是最佳的、什么时候运用几何方法解决代数问题是最佳的。如解决不等式和函数问题有时用图象解决非常简捷，几何证明问题在初中时难点，到高中运用解析几何的代数方法有时比较简便。

3.数形结合思想的具体应用。

数形结合思想在数学中应用大致分为两种情形：一是借助于数的精确性、程序性和可操作性来阐明形的某些属性，可称之为“以数解形”；二是借助形的几何直观性来阐明某些概念及数之间的关系，可称之为“以形助数”。数形结合思想在中学数学的应用主要体现在以下几个方面：（1）实数与数轴上的点的对应关系；（2）函数与图象的对应关系；（3）曲线与方程的对应关系；（4）与几何有关的知识，如三角函数、向量等；（5）概率统计的图形表示；（6）在数轴上表示不等式的解集；（7）数量关系式具有一定的几何意义，如s=100t。

数形结合思想在小学数学的四大领域知识的学习都有非常普遍和广泛的应用，主要体现在以下几个方面：一是利用“形”作为各种直观工具帮助学生理解和掌握知识、解决问题，如从低年级借助直线认识数的顺序，到高年级的画线段图帮助学生理解实际问题的数量关系。二是数轴及平面直角坐标系在小学的渗透，如数轴、位置、正反比例关系图象等，使学生体会代数与几何之间的联系。这方面的应用虽然比较浅显，但这正是数形结合思想的重点所在，是中学数学的重要基础。三是统计图本身和几何概念模型都是数形结合思想的体现，统计图表把抽象的、枯燥的数据直观地表示出来，便于分析和决策。四是用代数（算术）方法解决几何问题。如角度、周长、面积和体积等的计算，通过计算三角形内角的度数，可以知道它是什么样的三角形等等。
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案例2：用两个一样的直角三角形和一个等腰直角三角形（腰等于前两个直角三角形的斜边），可以拼一个直角梯形，如下图。如果直角三角形的边长分别是3、4、c，5、12、c，根据梯形的面积等于3个三角形的面积之和，比较每个直角三角形的两个直角边的平方和，与斜边的平方之间的大小关系，你能发现什么？如果直角三角形的边长分别是[image: image7.png]


、b、c时，你又能发现什么？

分析：当直角三角形的边长分别是3、4、c时，梯形的面积是：(3＋4)×(3＋4)÷2＝24.5，3个三角形的面积和是：3×4÷2×2＋[image: image8.png]


÷2＝24.5，可得[image: image9.png]
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。

当直角三角形的边长分别是5、12、c时，梯形的面积是：(5＋12)×(5＋12)÷2＝144.5，3个三角形的面积和是：5×12÷2×2＋[image: image13.png]


÷2＝144.5，可得[image: image14.png]


＝169，即[image: image15.png]
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。

当直角三角形的边长分别是[image: image18.png]
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时，也就是说直角三角形的三条边长可以取任意不同的值的时候，仍然有梯形的面积等于3个三角形面积之和。

梯形的面积是：([image: image21.png]


＋[image: image22.png]


)×([image: image23.png]


＋[image: image24.png]


)÷2，

3个三角形的面积和是：[image: image25.png]


×[image: image26.png]
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根据以上计算结果，由此得出一个重大发现：直角三角形两条直角边的平方和等于斜边的平方。实际上这是美国第20任总统茄菲尔德发现的证明勾股定理的方法。

这里有一个难点就是([image: image55.png]
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)的计算，这是中学的多项式乘法。在小学学习乘法分配律时已经会计算[image: image59.png]
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相乘，再进行计算。
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案例3：把两个形状和大小相同的长方体月饼盒包装成一包，怎样包装最省包装纸？

[image: image94.png]



[image: image95.png]



分析：此题是小学数学比较典型的通过探索活动发现规律的题目，一般情况下教师会给学生足够的学具进行操作，拼出几种包装方法，再通过计算比较表面积的大小找到最佳答案。现在我们从代数思想出发，不用任何操作和具体数量的计算，一般性的，假设长方体的长、宽、高分别为[image: image96.png]
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（只要给出三个数的大小顺序便可，谁大谁小并不影响用代数方法计算的过程和结论）。

首先要明确的是，问题所求怎样包装最省包装纸，实际上就是求怎样拼才能使拼成的大长方体的表面积最小。每个长方体有6个面，两个长方体拼成一个大长方体后仍然有6个面，但这6个面的面积是原来长方体的10个面的面积，其中有两个面是原来长方体的面，另4个面分别是原来的相同的两个面拼成的；也就是说，大长方体的表面积已经不是原来两个长方体的12个面的面积直接相加的和了，而是它们的和再减去拼在一起的两个面的面积和。原来两个长方体的12个面的面积和是恒定不变的，因而大长方体的面积的大小，取决于减去的（拼在一起的）两个面的面积和的大小，减去的两个面的面积和越大，大长方体的表面积就越小。根据已知条件可知，[image: image102.png]
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，所以把最大的两个侧面贴在一起包装最省包装纸。列成公式为：S＝4([image: image108.png]
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十四、极限思想

1.极限思想的概念。

我们知道，在小学数学里有些问题不是通过初等数学的方法解决的，如圆的面积，无法直接按照求长方形面积的方法来计算，无法直接按照求长方形面积的方法来计算。我国古代数学家刘徽为了计算圆的面积和圆周率，曾经创立了“割圆术”，具体做法是：先作圆的内接正六边形，再作内接正十二边形……随着边数的不断增加，正多边形越来越接近于圆，那么它的面积和周长也越来越接近于圆的面积和周长。刘徽在描述这种做法时说“割之弥细，所失弥少，割之又割，以至不可割，则与圆周合体而无所失矣”。也就是说，随着正多边形的边数无限增加，圆内接正多边形就转化为圆，这种思想就是极限思想，即用无限逼近的方式来研究数量的变化趋势的思想。为了便于理解，我们先从数列说起，数列是按照正整数1、2、3、…、n、…编号依次排列的一列数，可写成如下形式：
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其中[image: image120.png]


称为数列的通项。其实，数列的通项[image: image121.png]


可以看成是自变量为正整数n的特殊的函数，可写作[image: image122.png]
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，其定义域为全体正整数。如
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，…

2，4，6，…，2n，…

1，－1，1，－1，1，－1…

都是数列，当n无限增大时，这些数列的通项都会随之变化，有的趋向于无穷大，如第二个数列；有的无限接近于某一常数，如第一个数列无限接近于0，这时我们就说该数列以0为极限，或者说收敛到0。通俗地说，就是对于任意给定一个不管多么小的正数ε，总是存在一个正整数N，使得n﹥N的通项[image: image127.png]


（N+1及大于它的每一项[image: image128.png]
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的差的绝对值总小于ε（在数轴上可以直接地理解为两个点[image: image133.png]
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的距离总小于ε），那么就说数列[image: image135.png]
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。

在上面的数列中，由无穷多个项相加的式子
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叫做无穷级数，其中前n项的和可记作[image: image141.png]
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+…，称为级数的部分和，这些部分和又可以构成一个新的数列
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当n趋向于无穷大时，如果数列[image: image150.png]


的极限存在，可设极限为S，这时极限S就是无穷级数[image: image151.png]
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+…的和，记作
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3.极限思想的具体应用。

极限思想在小学数学中的应用和渗透，主要体现在以下几点。

（1）在数的认识中体会有限与无限的思想。小学生从一年级开始就认识自然数0、1、2、3、…同时知道每个自然数加1就等于它的后继数。到了认识亿以内的数时，进一步知道了最小自然数是0，没有最大的自然数，自然数的个数是无限的。也就是说，任意给定一个足够大的自然数N，只需要把它加1就会得到一个更大的自然数N+1，N+1＞N，所以总是找不到一个最大的自然数，从而体会到自然数数列的无限多和趋向无穷大。由此可以推广到奇数、偶数、一个数的倍数、两个数的公倍数等都没有最大的，都有无限多个。在学习分数的基本性质时，学生知道分母不同、分数值相等的分数有无限多个。在学习小数时，首先认识的是有限小数，然后认识无限循环小数，还知道圆周率是无限不循环小数。

（2）在数的计算中体会极限思想。小学数学学习的数的计算一般都是经过有限的几步计算就可以解决的问题，另外，作为知识的拓展，可适当介绍一些无限多个数相加的问题，如在数形结合思想中曾经介绍了无穷多个分数相加的问题，本文不再赘述。我国古代思想家庄子曾说过“一尺之棰，日取其半，万世不竭”这句话可用下面的数学语言来描述“长度为单位1的线段，第一天取走全长的一半，以后每天取走剩下的一半，永远有剩余”，用无穷等比递缩数列的和来表示取走的长度，就是数形结合思想中的案例。另外，循环小数化分数的问题，也可以利用极限思想和数形结合思想来计算。

（3）在认识图形时渗透无限的思想。与自然数列的趋向无穷大类似，有些图形也具有无限长的特性，如直线、射线、角的边、平行线等，都具有无限延伸的特性，可以渗透无限的思想。

（4）在圆的面积、圆柱的体积的计算中渗透极限思想。

如上所述，在小学数学中圆的面积不能像求长方形的面积那样直接利用公式计算，圆柱的体积不能像长方体那样直接利用公式计算，利用极限思想可以解决这些问题。如计算圆的面积时，先把圆平均分成若干等份，拼成近似的长方形，但它还不是长方形，仍然无法直接按照求长方形面积的方法来求；因为把一个圆不论进行怎样细小的有限次的分割拼补，都无法真正拼成一个长方形；这时只有借助极限思想，把圆分割的越细小所拼成的图形就越接近于长方形，可以这样无限地分下去，拼成的图形面积就越趋向于长方形的面积，最后通过取极限来得到它的面积，这是极限思想在小学数学中最完美的体现。也就是说，极限思想是这样操作的理论基础和计算精确性的保证。

案例：把循环小数0.999…化成分数。

分析：0.999…是一个循环小数，也就是说，它的小数部分的位数有限多个。对于小学生来说，能够接受的方法就是数形结合思想和极限思想的共同应用和渗透，通过构造一个直观地几何图形来描述极限思想。先看下面的数列

0.9，0.09，0.009，…

用数形结合的思想，把这个数列用线段构造如下：把一条长度是1的线段，先平均分成10份，取其中的9份；然后把剩下的1份再平均分成10份，取其中的9份……所有取走的线段的长度是

0.9+0.09+0.009+…=0.999…

如此无限的取下去，剩下的线段长度趋向于0，取走的长度趋向于1，根据极限思想，可得0.999…=1。

对于教师而言，光有极限思想的渗透是不够的，还需要进一步理解如何用极限方法来解决。这是一个无穷比递缩数列的求和问题，根据公式可得

0.9+0.09+0.009+…=0.9÷(1－0.1)＝1

所以0.999…=1。

也许有的老师会认为：无限循环小数的位数是无限的，和永远达不到1，永远小于1。这是一种错误的概念，是因为用有限的观点来看待无限造成的；这样的问题在数学上应该用极限的方法来解决，这是一个无穷等比递缩数列求和的问题，前n项的和（当n趋向于无穷大时）的极限为1，所以上面数列的和是1。这时有的老师可能又会认为：极限是1，数列的和是1，就是一定能取完。这种观点也只说对了一半，也就是说用极限1来作为数列的和是对的，但是原因说的不十分准确，如上所述，极限的概念里没有说变化的量最后是否一定达到1，只需要当n足够大时，与1的距离要多小就有多小就足够了。通俗地说，在数轴上，你可以先任意取一个很小的正数ε，针对这个ε，只要找到一个正整数N，N+1以后的每一项都会落在区间（1－ε，1+ε）里，也许这里的每一项与1还有一点点距离，但是已经不重要了，已经不影响极限的数学游戏规则了，也就是不影响数列的和的取值了。

通过这个例子进一步说明：极限方法只关注一个无限的变化过程的确定趋势是什么，只要趋势确定并且符合极限的定义，那么这个无限变化的过程的结果就用极限来表示，它就是一个解决问题的方法而已，只要符合极限的规则和逻辑，就可以用极限来表示无限变化的过程和结果，它并不关心这个无限变化的过程何时能到达极限，它本质上不同于有限个数的和。

极限思想在小学数学中有一定的应用，但只是渗透而已，并不让学生认识相关概念。所以要注意对教学要求的准确把握，不要增加学生的学习负担。

十五、假设法

1.假设法的概念。

假设法是通过对数学问题的一些数据做适当的改变，然后根据题目的数量关系进行计算和推理，再根据计算所得数据与原数据的差异进行修正和还原，最后使原问题得到解决的思想方法。假设法是小学数学中比较常用的方法，实际上也是转化方法的一种。

3.假设法的具体应用。

假设法在小学数学中的应用比较普遍，例如在有关分数的实际问题，比和比例的实际问题，鸡兔同笼问题，逻辑推理问题，图形的周长、面积和体积等问题中都有应用。

4.假设法的教学。

案例1：

（1）六年级参加植树的男生和女生共有36人，其中男生人数是女生人数的3倍。男生和女生各有多少人？

（2）六年级参加植树的男生和女生共有36人，其中男生人数的[image: image159.png]


是女生人数的2倍。男生和女生各有多少人？

分析：第（1）题，是学生非常熟悉的问题，男生人数与女生人数的数量关系非常清楚且易于理解，既可以用方程解决，也可以用一般的算术方法计算。第（2）题，数量关系与第（1）题有类似的地方，但又稍复杂，可看作是第（1）题的变型题。两个数量无法直接用一个未知数表示，因而无法直接用一元一次方程解决；如果用算术方法，可这样想：根据题中的条件可知，在不改变男生和女生的比例关系前提下，可假设男生有3人，那么3的三分之二是2，2除以2等于1，因而女生有1人，所以男生人数是女生的3倍。这样就把第（2）题转化成了第（1）题，再用算术方法列式计算便可。

案例2：小明和妈妈恰好花100元买了10本书，单价有8元一本的和13元一本的两种。其中8元一本的和13元一本的各买了几本？

分析：假设10本书都是买8元一本的，那么才花了80元，比实际少花20元。两种书的单价相差5元，20里有几个5，就得出13元的有几本。20÷（13－8）＝4，所以8元的买了6本，13元的买了4本。

第二，在数量之间具有一定的比例关系前提下，假设其中的一个数量为单位“1”，可大大简化计算的繁琐程度。

案例3：足球比赛门票是20元一张，平均每场有5000名观众，降价后每场观众增加了50%，收入增加了20%，降价后门票的价格是多少？

分析：首先要明确一个基本的数量关系式：观众人数×门票价格=收入。先按照一般的解题思路分析，根据题意，要求降价后门票的价格，需要知道降价后的收入和观众人数。降价后的收入：5000×20×（1+20%）=120000（元）。降价后的观众人数：5000×（1+50%）=7500（人）。所以降价后的门票价格是：120000÷7500=16（元）。实际上此题还可以用假设法，根据题意，降价后的人数和收入都是在原来的基础上分别按照一定比例变化，实际上观众人数是5000还是500并不影响计算的结果，因此只需要设观众人数为单位1就行。假设降价前的观众人数是1，则降价后的观众人数是1×（1+50%）=1.5，降价前的收入是20×1，则降价后的收入是20×1×（1+20%）=24，所以降价后的门票价格是：24÷1.5=16（元）。
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